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Abstract 

In this paper, we give some existence results of stong solutions for the 
energy equation associated to the Navier-Stokes equations with nonhomo- 
geneous boundary conditions in two dimension. 

Mots Cles: Equation de l'energie, equations Navier-Stokes, fluide incompress- 
ible, convection forcee, conditions aux limites non homogenes, temperature de 
paroi. 



1 Introduction 



Le probleme thermique est decrit par l'equation de l'energie avec la convection 
assuree par la vitesse du fluide du systeme (2). La temperature 9 (x,t) du fluide 
satisfait le systeme suivant, dans lequel on suppose qu'il n'y a pas de source 
exterieure de chaleur : 
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(i) 



9 P reels donnes et 0q donnee. En outre, on a le 



champ de vitesses v solution des equations de Navier-Stokes: 
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i/Av + v.Vv + \7p = 

ot 

div v = 
v = g 
v{0) = v 



dans Q T = fix]0,T[, 

dans Q T , (2) 

sur £ T =rx]0,T[, 

dans Q. 



ou g , Vo et T > sont donnes. On suppose que : 
div Vq = dans f2, Vq.ti = 

et 

g.n = sur St- 



sur 



r. 



(3) 
(4) 



On suppose ici que fl est un ouvert borne de classe C ' . On se ramene aux 
variables adimensionnelles ou Ton pose pour simplificr : 



9* = 



9„-> 



De telle sorte que le systeme (1) devient : 
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Ti x ]0, T[, 
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(5) 



avec 9q = — 
9 n 



9 n 



Pour ctudicr lc problcme (5), on se ramene a des conditions aux limites ho- 
mogenes en posant 

9 = 9* -9 S 

oil 9 S represente la fonction de temperature a la paroi et vcrifie 



(6) 



L'ouvert etant regulier, le probleme (6) possede une solution unique 9 S G 

n w 1 ^ (O) . 

1< V <2 

Alors (5) s'ecrit 
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(v.V)6 - aA9 = -{v.V)9 s 
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dans 



Q T = Ox]0,T[, 

r x]o,t[, 
r 2 x]o,t[, 

Ti x ]0, T[ , 

n. 



(7) 



avec 



Oq — Oq - S , 

ct ou pour simplifier l'ecriture, on a note 9 au lieu de 9 dans (7). 
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Remarque 1.1 

Comme 9 S e n W 1 * (fi) ct « G L 2 (0, T; H 2 (fi)) 

l<p<2 

alors 

u.V0 s G L 2 (0, (ft)) VI < p < 2.D 

Afin de resoudre le probleme (7), nous allons utiliscr a nouveau la methode de 
Galerkin. Pour ccla, on definit l'espace $ = G if 1 (ft), </? = sur T U T 2 } . 

Le lemme qui suit permet d'obtenir une base speciale adaptee. 

Lemme 1.2 // existe une suite (ipj)j>i de $ et une suite {Xj)j>i de reels tels 
que : 



\j > 0, lim Xj = +oo, 

j— >oo 

yip g - Aj I tp), 

Demonstration. Pour / G L 2 ((ft)) , soit tp G H 2 (fl) l'unique solution de 

( -Atp = / dans ft, 

■0 = sur r u r 2 , 

dtp 



L'operateur A : 



sur T 1 . 

ox 



f i — > lineaire et continue, 

L 2 (n)—>H 2 (n) 



est considere comme operateur de L 2 (ft) dans lui meme, A est compact. De plus, 
il est auto-adjoint : 

(A/i,/ 2 ) = (ui,-A« 2 )= / V Ul .Vu 2 dx= (/i,A/ 2 ). 

Jn 

Par consequent, L 2 (ft) possede une base hilbcrticnnc formee de vecteurs propres 
de A 

Atpj = fijipj, fJLj G M, fij ► 

j >oo 

On a done 

{4>i \i>j) = Sij 

et pour tout tp G iJ^ft) tel que <p = sur r U T 2 , on a : 

{Aipi | tp) = m {tpi | tp) 
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i.e. 



Notons que 



— Aipj = — tjjj dans ft, 

ipj = o sur r u r 2 , 

^ = sur IY 

ox 



(ipj I ipk) = ^jSjk oil Xj = 



1 

Hj 



et que (ipj)j >1 est une base orthogonale de l'espace $. 

En particulier pour tout ip G $, il existe y? m e (ipi, ip m ) tel que ip m — > p dans 
lorsque m — > oo.D 



2 Existence de solution 

Considerons maintcnant le probleme auxiliaire suivant : 
' 89 

— + (v.V)9 - aA9 = h dans ft x ]0, T[ , 



= 
8x 

(0) = 9 



sur (r ur 2 ) x]0,T[, 

sur rix]0,T[, 
dans f2. 



(8) 



ou ft et 6*o donnes. 

On se propose de demontrer lc resultat suivant 

Lemme 2.1 Si 9 Q G H 1 (CI) et 9 = sur T UT 2 et si he L 2 (0, T; L 2 (fi)) , 
alors le probleme (8) possede une solution unique telle que 

9 G i 2 (0, T; tf 2 (fi)) n i°°(0, T; ff 1 (O)) 

0' G L 2 (0,T;i 2 (r!)). 
Demonstration. On dcfinit # m (i) une solution approchee du probleme (8) par 



9,n (t) = Sim (t) Ipj 

De sorte que 

(6' m (t) , ^) + a ((9 m (t) , ^)) + b (v, 9 m (t) ,i, j ) = (h, 4, 3 ) (9) 
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avec 

6 m (0) = Om G ("01, -,^m) , 

00m — ► 0o dans if 1 (0) lorsque m — > oo, (10) 

O = sur T . 

Estimation 1 

Multiplions (9) par gj m (t) et sommons sur j de 1 a to : 

i||0 m (i)| 2 + a ||0 m (t)f = (fc,M*)) 

<C|M*)I ||0 m (t)|| 

l\8 m (t)\ 2 + a\\9 m (t)\\ 2 <-^\h(t)\ 2 (11) 

En integrant (11) de a s, oil s <G ]0, T] , on obtient 

\0 m {t)\ 2 < ||0 o |i 2 + ^2 INIl 2 (o,t ; i, 2 (Q)) ' 
ct on deduit que 

m G borne de L°°(0, T; L 2 (CI)). 
Ensuite, en integrant de nouveau (11) entre et T, il vient 

m G borne de L 2 (0, T; H 1 (CI)). 

Finalcment, on a : 

m G borne de L°°(0, T; L 2 (il)) n L 2 (0, T; H 1 (Cl)). (12) 
ii) Estimation 2 

Multiplions (9) par Xjgj m (t) puis sommons sur j et grace au choix de la 
base (ipj) defmie au lemme 1.2, on a : 

lj t W 9 m Mil 2 + a | A0 m (t)\ 2 + 6 («, m (t) , A0 m (i)) - (h, A0 m (t)) . 

D'ou 

\j t \\9 m (t)f + a |A0 m (t)| 2 < |6( V ,0 m (t) , A0 m (t))\ + \(h,A6 m (t))\ 

Mais, 

\b(v,6 m (t),A6 m (t))\ < \\v\\ LOO{n) \\0 m (t)\\\A6 m (t)\ 

<^lkllioo (n) ||0 m (i)|| 2 + f |A0 m W| 2 . 

Et par consequent, on a 
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\\9 m (t)|| 2 + a \M m (t)\ 2 < A \\ v \\ 2 Loa{Q) Pm {t) f + « \ A6m {t f 

+^\h(t)\ 2 + ^\AO m (t)\\ 



et 



| ||0 m (t)\\ 2 + a \A9 m (t)\ 2 < |- \\v\\ 2 LX{n) \\9 m (t)f + A \h {t)\ 2 . 

En utilisant le lemme de Gronwall, puis l'integration entre et T, on deduit que 

9 m S borne de L 2 (0, T; H 2 (ft)) n L°°(0, T; H 1 (ft)). (13) 
ra) Estimation 3 

Multiplions (9) par g'j m (t) et sommant sur j = 1 a m, on a : 

IC Wl 2 + ~ ll^n W|| 2 < |6 (V (t) , m (t) , C (*))| + 6'm (*))l 

<ll«WILoc (n) ||fm(t)|| 1^(4)1 + |/l WII^WI- 

On a done : 

Wl 2 + «| l|f OT (t)|| 2 < C ||« (t)||^ (n) \\9 m (t)f + C\h (t)\ 2 . 
En integrant entre et t, on obticnt 

J \6' m (s)\ 2 ds + a \\9 m (t)\\ 2 <c£ \\v (t)||^ (n) ||0 OT Wll 2 ds 

+C f \h(s)\ 2 ds + a\\9 \\ 2 . 
Jo 

II en resulte alors que : 

9' m G borne de L 2 (0, T; L 2 (ft)). (14) 

iuj Passage a la limite. 

On utilise ici le resultat de compacite suivant (voir Tcmam [7] , Lions [5]) : 

Theoreme 2.2 Soit Bq,B,Bi trois espaces de Banach avec 
Bo C B C Bi,Bo et B\ etant reflexifs 

et on suppose que 

I 'injection de B n — > B est compacte. 

Soit 



W 



= | v G L"> (0, T; Bo) , t/ = ^ G i pi (0, T; Si) J 



avec 1 < pi < +00, i = 0,1. 

Alors l'injection de W dans L Po (0,T;B) est compacte. 



Nous appliquons maintcnant cc thcoreme cn posant 

W = \e e L 2 (0, T; H 2 {SI)) , 9' = ^ e i 2 (0, T; L 2 (f!)) J 

L'injection W C L 2 (0, T; iJ 1 (fi)) etant compacte, done il existe une sous-suite 
de TO , encore notee 9 m , telle que lorsque m — > 00, les convergences suivantes 
aient lieu : 

9 m -> 0, dans L 2 (0,T;H 2 (Q)) faible (15) 

m -» 0, dans Z/°°(0, T;iJ 1 (0)) faible * (16) 

m -» 0, dans ^(0,^^(0)) fort (17) 

e' m -» 0', dans i 2 (0,T ;J L 2 (fi)) faible. (18) 

Passons a la limite dans (9), on obticnt 

W" 6 *, (0' (*) , ^) + a ((0 (t) , V)) + 6 («, (t) , - (h, V) 
Par ailleurs, pour tout i e [0, T] , 

m {t) -> 6> (i) dans if 1 (ft) faible 
et en particulier 

00m = 0m (0) -» (0) dans ff^Q) faible. 

Done O = 0(0). II est clair finalement que grace a (15)-(18), on vcrifie les 
conditions aux limites dans (8). 



3 Resolution du probleme (7) 

De la remarque 1.1, on note que v.\79 s £ L 2 (0,T;L p (fi)) pour tout 1 < p < 2. 
II existe hk (Qt) tel que 

h k -» -v.V0 s dans L 2 {0,T;L p (Q)). 

II existe done pour chaque fc un unique fc G L 2 (0, T; i? 2 (fi))ni°°(0, T; tf 1 (O)), 
0jj. € L 2 (0, T; L 2 (SI)) solution de (8) avec second membre hk et fe (0) = O . 
Par ailleurs, 

-^.-aAe k = h k -(v.V)9 k . (19) 
II est clair que d'apres (12) 

9 k e L 2 (0,T;H 2 (Cl))nL oo (0,T;H 1 (Cl)) 
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i.e. 

v.V6 s G borne do L^O.T^ 2 (fi)). 

En particulier (9 fe G borne dc L 2 (0,T;_ff 1 (fi)) et h k -(v.\7)9 k e L 2 (0,T;LP (Q)). 

De sorte qu'en utilisant les resultats sur l'equation de la chaleur et la convergence 
de hk vers —v.V9 s dans L 2 (0, T;L P (O)), on deduit que pour tout 1 < p < 2, 

6> fe G borne de L 2 (0, T; W 2 ' P (Q)), (20) 

9'k G borne dc L 2 (0, T; L p (n)). (21) 

On peut finalement passer a la limite pour montrer que le probleme (7) admet 
une solution unique 9 telle que 

9 G L 2 (0,T;W 2 > p (n)), (22) 
«'eL 2 (0,T;I p (!l)). (23) 

Alors, on peut enoncer le 

Theoreme3.1 Soit 6 S G n W 1 ' 35 (O), O G # X (ft) et u G L 2 (0, T; H 2 (ft)). 

l<p<2 

yl/ors probleme (7) admet une solution unique 9 verifiant, pour tout 1 < p < 2 

6» G L 2 (0, T; W 2 'f (fi)), 0' G L 2 (0, T; L*(fi)). 
De ce resultat, on deduit le 

Corollaire 3.2 Soif 6 G tf 1 (ft) et tte L 2 (0, T; H 2 (0)). Afcrs Ze probleme 
(1) admet une solution unique 9 verifiant, pour tout 1 < p < 2 

6» G L 2 (0, T; VK 2 <*>(^)), 0' G L 2 (0, T; L p (f2)). 

Remarque 3.3 Si v G L°°(0,T;H 2 (ft)), on peut montrer que 

6» G L 2 (0, T; VK 2 < p (0)), 0' G L 2 (0, T; i p (0)).D 
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